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Topologia I. Examen I

Ejercicio 1 (4 puntos). Demuestra que el primer axioma de separacién y el primer
axioma de numerabilidad son hereditarios.

Ejercicio 2 (6 puntos). En el conjunto N = {1,2,...} de los nimeros naturales, se
consideran las siguientes topologias:

T = {0, N} U{[n, +oo[ NN | n € N}
T ={0,.N}U{[1,n] NN | n € N}

1. Para cada n € N, determinar la base de entornos de n ma&as econdémica po-
sible (es decir, la que tenga menor cantidad de entornos posible), en ambas
topologias.

Dado n € N, veamos que una base de entornos de n en 7Ty es:
BE = {[n,+oo[ NN} = {{n,n+1,...}}

En primer lugar, es directo ver que como n € [n,+oo[ NN € Ty, entonces 3}
estd formada por un entorno de n. Sea ahora otro entorno N de n. Entonces,
dm € N tal que n € [m,+oo[ NN C N. Como n € [m, +ool, entonces n > m,
por lo que [n, +00[ C [m, +oo[, y por tanto [n,4+oo[ NN C [m, +oo] NN C N.

Veamos ahora que una base de entornos de n en 75 es:

B2 ={[1,n]NN} = {{1,2,...,n}}

En primer lugar, es directo ver que como n € [1,n] "N € 73, entonces 32
estd formada por un entorno de n. Sea ahora otro entorno N de n. Entonces,
dm € N tal que n € [1,m] NN C N. Como n € [1,m], entonces n < m, por lo
que [1,n] C [1,m], y por tanto [1,n]| NN C [1,m]NN C N.

2. Calcula el interior, la adherencia y la frontera del conjunto B = {1,3,5} en
ambas topologias.

Calculamos primero el interior de B en 7;. En primer lugar, sabemos que
) ¢ B° C B. Ademés, como B° € Ty, y los abiertos de dicha topologfa son ()
y conjuntos no acotados superiormente, entonces B° = ().

Calculamos ahora la adherencia de B en 7. En primer lugar, sabemos que
B C B C N. Ademés, como B € Cr;, entonces B = [1,n]NN paran > 5. Como
B es el menor cerrado que contiene a B, entonces B = [1,5]NN = {1,2,3,4,5}.

Por tanto, en 7; tenemos que:

OB =B\ B°=1{1,2,3,4,5} \ 0 = {1,2,3,4,5}

Calculamos ahora el interior de B en 75. En primer lugar, sabemos que por las
propiedades del interior ) C B° C B. Ademés, como B° € T, y los abiertos de
dicha topologia son ) y los conjuntos de niimeros naturales sucesivos, entonces
B° ={1}.

Calculamos ahora la adherencia de B en 7;. En primer lugar, sabemos que
B C B C N. Ademis, como B € Cr,, entonces B = [n, +oo[ NN para n < 1.
Como n € N, entonces B = N (tenemos entonces que B es denso). Por tanto,
en 75 tenemos que:

0B =B\ B° =N\ {1}
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3. Sea A C N el conjunto de los nimeros impares. Calcula el interior, la adhe-
rencia, y la frontera del conjunto B = {1, 3,5} en A con la topologia inducida
por cada una de las topologias.

, por lo que
A

Tenemos que B = [1,5] N A. Por tanto, tenemos que B € Cp

—A . . . .
B = B. Respecto al interior de B en A con la topologia inducida por Ty,

sabemos que ) C B°4 C B. Ademds, como B°4 € T, oY los abiertos de dicha

topologia son () y conjuntos de impares no acotados superiormente, entonces

Boa =9,

Por tanto, en A con la topologia inducida por 7; tenemos que:
04B=B"\B*=DB\0=8

Como B = [1,5] N A, entonces B € 7§‘A, por lo que B°4 = B. Respecto

a la adherencia de B en A con la topologia inducida por 75, sabemos que

BcB'c A Ademds, como B e Cr,, , entonces B = [n, +00[ NA para

A

—A
n < 1. Como n € A, entonces B = A (tenemos entonces que B es denso).
Por tanto, en A con la topologia inducida por 73 tenemos que:

0,B=DB"\B*=A\B={7,9,11,...}

4. Determina si alguna de las topologias cumple alguno de los axiomas de sepa-
racion.
Veamos que ninguna de las topologias cumple el axioma T1, por lo que tam-
poco cumplirdn el axioma T2. Para ello, consideramos los puntos 1 y 2.

Para demostrar que (N, 77) no cumple el axioma T1, buscamos U € T; tal que
1eUy2¢U. Comole U, U= N. Pero entonces 2 € U, por lo que no
existe tal U.

Para demostrar que (N, 73) no cumple el axioma T1, buscamos U € 75 tal que
2cUy1¢U.Como2eU,U=|[1,n] NN para algiin n > 2. Pero entonces
1 € U, por lo que no existe tal U.



